
Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 1

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβxẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 2d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mαx4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(x + a) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 2ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ4. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 2

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαxẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx4/4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβx2ẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = −mβxẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx3(1 + a/x) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 3ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ6. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 3

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx5. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàí-
íóþ ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3d/2. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m
ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = −mβx2ẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t.
Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ
ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx(x2 + ax + b) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 4ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = (x2 + x3)ẋ8. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïîïðàâêè ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 4

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx3ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàí-
íóþ ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβx4/4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx2ẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 4d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(x− a) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 5ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x3ẋ6. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 5

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαxẋ4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεẋ4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mβx3.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεx2ẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx3(a/x + 1) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 6ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x3ẋ4. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 6

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεx5. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mγx2(x2 + ẋ2). Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεxẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 6d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mβx3 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + ε(x2 + ax3) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 5ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x3ẋ2. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 7

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεx3ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â
âèäå x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â
ýòîé çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàí-
íóþ ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mαx4/4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mγẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 4d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεxẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(ax + 1) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 4ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x5ẋ2. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 8

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεxẋ4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mβx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 8d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mγẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + ε(x3 − ax2) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 3ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x5ẋ6. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 9

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεx3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mγẋ2(x2 + ẋ2). Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 4d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mαx4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(a + bx) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 2ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ10. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 10

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβx5/5. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â
âèäå x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â
ýòîé çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàí-
íóþ ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mαẋ2x2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx3/3.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5d/2. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mαẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(x− x0) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 3ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ4. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 11

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβx3/3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â
âèäå x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â
ýòîé çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx2(x2 + 2ẋ2). Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 4d/3. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεx3/3 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx3(1− x0/x) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 4ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x7ẋ2. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 12

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβx3ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â
âèäå x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â
ýòîé çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx3.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(x + b) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 5ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x9ẋ2. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 13

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεxẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mαx4/4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 6d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mαx3 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx3(a + b/x) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 6ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ12. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 14

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx2(x2 + ẋ2). Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 2d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m
ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = −mαx4/4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t.
Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ
ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(x + a) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 7ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x3ẋ8. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?

14



Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 15

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεxẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαẋ4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mγx2ẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 7d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = −mβẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2(a− x) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 8ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x5ẋ6. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 16

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβxẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â
âèäå x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â
ýòîé çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 4d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mγx2ẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + ε(x + a)x2 = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 6ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x3ẋ6. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 17

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mβx5. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mγẋ2x2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεxẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx3(1/x + α) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 7ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ6. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 18

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεxẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mγx4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεxẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2 − ax3) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 5ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x3ẋ4. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 19

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx5/5. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàí-
íóþ ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mαx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mβẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mγx4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx3 − ax2 = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 4ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x7ẋ2. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 20

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεx3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαẋ2(x2 + ẋ2). Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mβxẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 2d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mβẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2 − αx3) = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 3ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x7ẋ4. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 21

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mγx3/3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â
âèäå x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â
ýòîé çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx2(ẋ2 + 2x2). Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
âîçüìèòå â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mβxẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2 − ax3 = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 2ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ8. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 22

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mγxẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαẋ4. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mβx2ẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 7d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + ε(x + α)x2 = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 3ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x5ẋ2. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 23

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mγx3/3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mεẋ4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mβx2ẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + εx2 + ax3 = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 4ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = x3ẋ2. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �19
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1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mγx5. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεxẋ2.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 4d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = −mεẋ4 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + ε(x + x0)x2 = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 5ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ4. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

Âàðèàíò 25

1. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ ìàëîé
àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = −mγx3. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå â âèäå
x0 = A exp(ıω0t) + A∗ exp(−ıω0t). Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò è óêàæèòå íà íåì, êàêèå ðåøåíèÿ íàéäåíû â ýòîé
çàäà÷å.

2. Íàéäèòå ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mεx2ẋ2. Ðåøåíèå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçüìèòå
â âèäå x0 = A cos(ω0t + ϕ).

3. Ïîëó÷èòå âòîðóþ ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà ìàññû m ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, âûçâàííóþ
ìàëîé àíãàðìîíè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL = mαx4.

4. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Îíà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå À, íàõîäÿùåéñÿ
íà ðàññòîÿíèè d îò ñïèöû, ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Äëèíà ïðóæèíû â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5d. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå ïîïðàâêó ê íåìó. Íàéäèòå ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé.

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δL = mεxẋ2 äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = F0 sinωf t. Íàéäèòå
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íà êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëåáëåòñÿ ñèñòåìà?

6. Äâóõ÷àñòîòíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íîâîìó íåëèíåéíîìó ýôôåêòó � ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ
ãàðìîíèê. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îñöèëëÿòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èìååò âèä
F (t) = F1 sin γ1t + F2 sin γ2t. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

7. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ýôôåêòàì íå òîëüêî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó
ìàññû m, íàëåòàþùóþ ñ ýíåðãèåé E íà ïîòåíöèàëüíûé ãîðá U(x) = −kx2/2. Íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå èìååò òàêîé
æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å 5. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò, îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Áóäåò ëè äâèæåíèå èíôèíèòíûì?

8. Ðàññìîòðèì ñëàáî íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, èñïûòûâàþùèé íèçêî÷àñòîòíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
Åãî óðàâíåíèå äâèæåíèå èìååò âèä

ẍ + ω2
0(1 + h sinωt)x + ε(x− a)x2 = 0, h ¿ 1, ω ¿ ω0.

Íàéäèòå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ. Êàêóþ ðîëü èãðàåò íåëèíåéíîñòü (ðàññìîòðèòå ðàçëè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è)?

9. Èññëåäóåì íåëèíåéíîñòü â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü äâà îñöèëëÿòîðà îäèíàêî-
âîé ìàññû m ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω0 è 6ω0 ñâÿçàíû ñëàáîé íåëèíåéíîé ïîïðàâêîé δU = εx1x

2
2. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, à âòîðîé ïîêîèòñÿ. Íàéäèòå çàêîí
èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ.

10. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ñóùåñòâó-
åò òàêîé íàãëÿäíûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà ẍ + ω2

0x = εΦ(x, ẋ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ¿ 1
â ôîðìå x = a(t) sin(ω0t + ϕ(t)) ñ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäîé a(t) è ôàçîé ϕ(t),
ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ẋ = ω0a(t) cos(ω0t + ϕ(t)). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà äàåò ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè a(t) è ôàçîé ϕ(t). Ïðîâåðüòå, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: {

ȧ = ε cosΨ · Φ/ω0,
ϕ̇ = −ε sin Ψ · Φ/aω0,

ãäå ââåäåíà ïîëíàÿ ôàçà Ψ = ω0t + ϕ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé (ò.å. ïî Ψ) è òåì ñàìûì íàéòè ïîïðàâêè ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå. Êðîìå òîãî, ýòà ïàðà óðàâíåíèé
çàäàåò ôàçîâóþ êðèâóþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ìåòîäîì, íàéäèòå ïîïðàâêó ê êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà, âûçâàííóþ íåëèíåéíîñòüþ âèäà
Φ = xẋ6. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàáîòàåò ëè ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè
ê ÷àñòîòå äëÿ Φ = x4? Î ÷åì ýòî ãîâîðèò?
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